STHI1, Algéebre 1 octobre 2020

CONTROLE 1

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
Durée de Uépreuve : 40 minutes.
Le baréme est donné a titre indicatif : 1 -4 - 6.
La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 : un lemme utile pour la suite

Soient x et y des nombres réels. Démontrer que 22 +ay+y2=0 = =1y =0.
On pourra remarquer que 2 + zy +y* = (x + %)% + 342
Supposons z? + zy + y? = 0.
On en déduit que (z + %)% + 24? = 0.
Comme un carré est toujours positif, cette somme ne peut étre nulle que si chacun des carrés
est nul.
Donc (z + £)* =0 et 3y* = 0.
On en déduit z +§ =0 et y = 0.
Et finalement, on conclut bien que x =y = 0.

Exercice 2 : somme et inverse

On considére la proposition suivante :

P . « 1l existe deux nombres réels tels que la somme de leurs inverses soit égale a I'inverse de
leur somme. »

1. Traduire la proposition P en langage mathématique.

1 1 1
JeeR, IR, —+-= )
a b a+bd
2. Donner la négation de P.
Sa négation est
Va € R,Vb € R 1+17é !
a T )
’ “a b a+b

3. A laide du résultat de I’exercice 1, démontrer ou infirmer P.

La proposition P est fausse, démontrons que sa négation est vraie.
Soient a et b dans R.
Supposons par ’absurde que % + % =

a+b
bt+a _ 1
Alors =t = —— "

, b
Alors (a + b)* = ab.
Et on obtient finalement a2 + ab + b2 = 0.



Or, d’aprés I'exercice 1, cela implique que a = b = 0.
Mais cela est exclus car I'inverse de 0 n’est pas défini.
On en déduit que I'égalité % + % = L ne peut pas étre satisfaite par des réels a et b.

a+b
Ainsi, la proposition P est fausse.

Exercice 3 : racine cubique

L’objectif de cet exercice est de définir la racine cubique des nombres réels et d’en étudier
quelques propriétés. Il est donc interdit pour 'ensemble de I'exercice d’utiliser des notations
1

comme Y ou x3.
On considére la proposition suivante :

VaeR,Ixr e R, 2°=ua.
Q ) )

1. Traduire la proposition () en langage usuel, sans utiliser de symbole mathématique ni le
mot "racine".

Q@ : « Tout nombre réel est le cube d’un nombre réel. »
2. Démontrer la proposition suivante : 3z € R, 23 = 2.

Comme nous ne pouvons pas utiliser la racine cubique de 2, nous allons invoquer un
autre argument.

Posons f(z) = 2® pour z € R.. Alors la fonction f est continue sur R. De plus f(1) = 1 et
f(2) = 8. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on déduit qu’il existe x €]1, 2]
tel que f(x) = 2. Ainsi, 3z €]1,2[, 2° = 2.

3. A T'aide du résultat de I'exercice 1, démontrer I'implication z° =1 — z =1.

Supposons que z° = y3. Alors 2° — y® = 0.

On factorise cette expression : (z—y)(z*+zy+y?) = 0. Donc z—y = 0 ou 2> +xy+y? = 0.
On sait, d’apres I'exercice 1 que le second cas entraine que = =y = 0.

Ainsi, dans tous les cas, on conclut que x = y.

4. En déduire que dans la question 1, il y a également unicité de x.

On a déja démontré P'existence d’un réel x tel que 23 = 2.

Supposons maintenant qu’il existe aussi y € R tel que ® = 2. Montrons que z = y.

On a 23 =2 =15

D’apres la question précédente, cela implique que x = y.

L’unicité est ainsi démontrée.

On peut, sans grande difficulté, adapter la démonstration de la question 2. a ’équation
x® = a pour tout nombre réel a et ainsi obtenir une démonstration de la proposition Q.
La preuve de I'unicité reste inchangée.

Cela n’est pas demandé dans le probléme, mais précisons tout de méme ce qui vient
d’étre dit. L’adaptation de la question 2. au cas général pourrait ressembler & cela :
Soit a € R. Montrons que : 3z € R, 2° = a.

On considére la fonction définie sur R par f(x) = 23. Cette fonction est continue sur R.
De plus, f(0) = 0. Il faut ensuite distinguer plusieurs cas :

-sia>1,alors f(a) = a® > a. D’aprés le TVI, 3z €]0,al, f(z) = a.

-sia < —1, alors f(a) = a® < a. Daprés le TVI, 3z € [a,0[, f(z) = a.



-sia€|0,1], alors f(1) =1 > a, donc 3z € [0,1], f(z) = a.
-sia €] —1,0[, alors f(—=1) = =1 < a, donc Jz €] — 1,0[, f(z) = a.
Dans tous les cas, le résultat est bien démontré.

3 3

La preuve de 1'unicité est bien inchangée : si 2° = a et y® = a, alors on obtient 2° =y

et on en déduit encore que = = y.

Cela nous permet de définir la racine cubique de tout nombre réel : dans la suite, nous

noterons ¢, 'unique nombre réel tel que ¢ = a.

. Que valent cg, ¢1 et cg?
co=0car0*=0;c, =1car 13 =1; cg =2 car 2> = 8.
. Montrer : Va € R,Vb € R, c,c, = Cup.

Soient a et b dans R.

Par définition de ¢, et ¢, on a

3
a

(cacp)® = 3¢ = ab.

Or P'unique nombre dont le cube vaut ab est le nombre que nous notons ¢y, : ¢, = ab.
On en déduit que c,cp = Cap-



