STHI1, Algéebre 1 octobre 2023

CONTROLE 1

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
Durée de épreuve : 35 minutes.
Le baréeme est donné a titre indicatif : 5 - 5.
La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1
1. Démontrer : Vn € N, n pair = n + 2 pair.

Soit n € N.

Supposons n pair.

Alors : dk € N, n = 2k.

Donc n+2=2k+2=2(k+1).

Comme k + 1 est un nombre entier, nous concluons que n + 2 est pair.
Ainsi : Vn € N, n pair = n + 2 pair.

2. Enoncer la réciproque et la contraposée de la proposition précédente. Sans donner de
justification, préciser si elles sont vraies ou fausses.

Réciproque : Vn € N, n + 2 pair = n pair
Contraposée : Vn € N, n + 2 impair = n impair

La proposition initiale étant vraie, sa contraposée est immédiatement vraie également.
Sa réciproque est également vraie, sa démonstration est quasiment identique a notre
démonstration précédente.

3. Soit A un ensemble d’entiers naturels. Traduire en langage mathématique la proposition :

« L’ensemble A posséde un plus grand élément. »

Ja e A,Vn € A;n < a.

4. Démontrer par récurrence la proposition : pour tout entier n non nul, toute partie de N
a n ¢éléments posséde un plus grand élément.

Initialisation : pour n = 1. Soit A = {a} une partie de N & 1 élément. Alors a est
naturellement le plus grand élément de A puisque a < a. Donc toute partie & un élément
posséde un plus grand élément.

Hérédité : soit n € N*. Supposons que toute partie de N a n éléments posséde un plus
grand élément.
Soit A une partie de N & n+1 éléments. Montrons que A posséde un plus grand élément.



Soit a un élément de A.

L’ensemble B = A\ {a} posséde n éléments. Par hypothése de récurrence, B posséde
un plus grand élément que nous notons b.

Donc Vn € B, n < b.

Si a < b, nous pouvons conclure : Vn € A, n < b; donc b est le plus grand élément de A.
Si a > b, alors pour tout élément n de B : n < b < a. Comme a < a, nous concluons :
Vn e A, n<a.

Ainsi, 'ensemble A posséde bien un plus grand élément.

Par récurrence, le résultat est démontré pour tout n.
Dit autrement, cette proposition signifie que toute partie finie non vide de N admet un
plus grand élément.

. Démontrer, 4 ’aide d’un raisonnement par ’absurde et de ce qui précéde, que 'ensemble
des nombres entiers naturels pairs est infini.

Notons 2N I'ensemble des entiers naturels pairs. Supposons par ’absurde que 2NN est un
sous-ensemble fini de N.

Comme 2 est un entier pair, ’ensemble 2N est non vide.

D’apres la proposition précédente, nous déduisons que 2N posséde un plus grand élément,
que nous notons n.

D’apreés la question 1, comme n est un entier pair, I’entier n 4 2 est également un entier
pair.

Or n+ 2 > n et n est le plus grand entier pair par définition.

Nous obtenons une contradiction.

Nous en déduisons que I’ensemble des entiers naturels pairs est infini.



Exercice 2

Soit f une fonction définie sur N a valeurs réelles.

1. Traduire en langage usuel la proposition :

P: dJaeN,VbeN, f(a) < f(b).

La fonction f posséde un minimum sur N.

2. Donner la négation en langage mathématique de cette proposition.

~P: VYaeN, 3beN, f(a)> fb).

3. Soit f définie sur N par f(n) = n? — 2n + 2. Démontrer ou infirmer la proposition P
pour cette fonction.

Montrons que la proposition P est satisfaite par f. Posons n = 1 (trouvé aprés un travail
d’analyse).

Alors f(n) = 1.

Soit m € N.

Alors, en utilisant la forme canonique, f(m) =
Nous savons que (m — 1)? > 0, donc f(m) > 1.
Donc f(m) > f(n).

Ainsi f posséde bien un minimum en n = 1.

m?—2m+2=(m—1)>+1.

1
4. Soit g définie sur N par g(m) = —— Méme question.
m

Montrons que g ne satisfait pas la proposition P. Démontrons donc —P.

Soit m € N.

Posons ¢ = m + 3.

Alors f € N et £ > m, donc / +1>m+ 1, donc 5%1 < mLH

Donc g(m) > g(¢).

Ainsi : Vm € N, 3¢ € N, g(m) > g(¢). Donc g ne satisfait pas la proposition P.

Attention, [ et g ne sont pas des fonctions réelles, on évitera d’utiliser des arguments
d’études de fonctions peu pertinents pour ces cas.



