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Contrôle 1

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 40 minutes.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice : fonctions paires et impaires

On notera F l'ensemble des fonctions réelles, c'est-à-dire l'ensemble des fonctions dé�nies
de R vers R.

1. Dé�nitions
On dit qu'une fonction réelle f ∈ F est paire si :

∀x ∈ R, f(x) = f(−x).

(a) Traduire en langage courant (sans aucun terme mathématique) cette dé�nition.

(b) Donner sa négation en langage mathématique.

(c) Soit g la fonction dé�nie sur R par g(x) = x3−x+1. Démontrer que g n'est pas une
fonction paire.

(d) Donner la dé�nition mathématique d'une fonction impaire.

(e) Démontrer que la seule fonction qui est à la fois paire et impaire est la fonction nulle :

∀f ∈ F , [ f paire et impaire ] =⇒ [ ∀x ∈ R, f(x) = 0 ].

Nous souhaitons dans la suite démontrer que toute fonction réelle peut s'écrire comme
la somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire :

P : ∀f ∈ F , ∃p ∈ F , ∃i ∈ F , p paire et i impaire et ∀x ∈ R, f(x) = p(x)+ i(x).

2. Analyse
Soit f ∈ F . Supposons qu'il existe une fonction paire p et une fonction impaire i telles
que : ∀x ∈ R, f(x) = p(x) + i(x).
(a) Soit x ∈ R. Exprimer f(−x) en fonction de p(x) et i(x) ?

(b) À l'aide des expressions de f(x) et f(−x), montrer que p(x) = f(x)+f(−x)
2

. Déduire
également l'expression de i(x) en fonction de f .

3. Synthèse

(a) Démontrer la proposition P ci-dessus.

(b) Pour une fonction f ∈ F donnée, la fonction paire p et la fonction impaire i corres-
pondantes sont-elles uniques ?

4. Un exemple

Soit h la fonction dé�nie par : ∀x ∈ R, h(x) =
1

2 + sin(x)
.

Déterminer une fonction paire p et une fonction impaire i telles que h = p+ i.


