
STH1, Algèbre générale septembre 2017

Contrôle 1

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h15.

Le barème est donné à titre indicatif : 7 - 5 - 7 - 5.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1

Soit A ⊂ R une partie de R. On dit que A possède un minimum si :

∃a ∈ A, ∀x ∈ A, a 6 x.

1. Toujours avec la même partie A, dé�nir mathématiquement la proposition suivante :

A ne possède pas de minimum.

2. On considère l'ensemble A = {1, 1
2
, 1
3
, 1
4
, . . .} de tous les nombres qui s'écrivent sous la

forme 1
n
, avec n ∈ N∗.

On considère également l'ensemble A′ de tous les nombres réels x qui satisfont ex > 2.

A = { 1
n
; n ∈ N∗} A′ = {x ∈ R | ex > 2}

Ces parties A et A′ possèdent-elles un minimum? Démontrez vos réponses en vous ap-
puyant sur les dé�nitions précédentes.

3. Démontrer ou in�rmer brièvement les implications suivantes :

P : Si une partie de R admet un minimum, alors elle admet un minorant.
Q : Si une partie de R admet un minorant, alors elle admet un minimum.

Exercice 2

On considère la proposition suivante : la moyenne de deux nombres réels distincts est tou-
jours strictement comprise entre ces deux nombres.

1. Traduire cette proposition en langage mathématique.

2. La démontrer.

3. En déduire que l'ensemble Q des nombres rationnels est in�ni. On pourra raisonner par
l'absurde.



Exercice 3

On considère la proposition P suivante.

P : ∀x0 ∈ R,∀x1 ∈ R,∀x2 ∈ R, 0 6 x0 6 x1 6 x2 6 1 =⇒ [ x1 − x0 6 1
2

ou x2 − x1 6 1
2
].

1. Traduire la propriété P en français usuel, en n'utilisant aucun symbole mathématique
(on pourra néanmoins parler de � distance inférieure à 1

2
�).

2. Donner la négation de P .

3. Démontrer la propriété P par l'absurde.

4. Énoncer (sans la démontrer) une généralisation de cette proposition avec n+1 nombres
x0, x1, . . . , xn.

Exercice 4

On se place dans le plan cartésien. Un point y est représenté par un couple de nombres réels
et une droite (non verticale) y est dé�nie à l'aide d'une équation de la forme y = ax+ b.

On considère la proposition euclidienne bien connue (que nous avons légèrement modi�ée
pour simpli�er l'exercice) :

Par deux points d'abscisses di�érentes passe une unique droite.

1. Traduire cette proposition en langage mathématique.

2. La démontrer.


