STHI1, Algebre générale septembre 2017

CORRIGE DU CONTROLE 1

Exercice 1

Soit A C R une partie de R. On dit que A posséde un minimum si :
JdJae A, Vx e A, a< .

1. Toujours avec la méme partie A, définir mathématiquement la proposition suivante :
A ne posséde pas de minimum.

On prend la négation de la définition précédente :

Vae A,dx € A, a > .

2. On considére 'ensemble A = {1, %, %, i, ...} de tous les nombres qui s’écrivent sous la
forme %, avec n € N*.
On considére également 1’ensemble A’ de tous les nombres réels x qui satisfont e* > 2.

A={L; neN"} A={zeR|e =2}

Ces parties A et A’ possédent-elles un minimum ? Démontrez vos réponses en vous ap-
puyant sur les définitions précédentes.

La partie A’ posséde un minimum qui est facile a deviner : In(2). Justifions-le : posons
a = 1In(2). Comme e® = 2 > 2, a satisfait la condition de I'ensemble A’, donc a € A". De
plus, soit € A’. Alors, par définition e* > 2. Comme la fonction In est croissante, on
en déduit en passant au logarithme : = > In(2). Ainsi nous avons démontré que a € A’
et Vo € A,z > a. Donc a est le minimum de A’

L’ensemble A ne posséde pas de minimum. Démontrons-le : soit a € A. Par définition

de A, on peut écrire a sous la forme a = % avec n € N*. Alors n+r1 est également un
élément de A et on a a > n+r1 Ainsi : Va € A,dx € A,z < a. L’ensemble A ne posséde

pas de minimum.

3. Démontrer ou infirmer briévement les implications suivantes :

P : Si une partie de R admet un minimum, alors elle admet un minorant.
@ : Si une partie de R admet un minorant, alors elle admet un minimum.

La proposition P est trivialement vraie. Une partie A de R admet un minorant si :
JdJae R,Vz € A, a <.

En particulier un minimum de A (s'il existe) est un minorant de A. Donc toute partie
admettant un minimum admet un minorant.

La proposition (), qui est la réciproque de P, est fausse. Pour 'infirmer, on peut donner
un contre-exemple : I'ensemble A de la question précédente admet un minorant, par
exemple 0, car : Vn € N*,0 < % Pourtant il n’admet pas de minimum. Il existe donc
des parties de R qui admettent un minorant sans admettre de minimum.



Exercice 2

On considére la proposition suivante : la moyenne de deux nombres réels distincts est tou-
jours strictement comprise entre ces deux nombres.

1. Traduire cette proposition en langage mathématique.

T+
Ve R,VyeR, <y = x<Ty<y.

2. La démontrer.

Soient z et y des nombres réels. Supposons x < y. Alors x +y < 2y. Donc £ < y. De

2
méme, comme x < y, 2x < x + y et finalement x < x—;“ Ainsi on a bien démontré que
T < Y <y

3. En déduire que 'ensemble Q des nombres rationnels est infini. On pourra raisonner par
I’absurde.

L’idée de la preuve est la suivante : si on a deux nombres rationnels distincts, alors
leur moyenne est encore un nombre rationnel distinct des deux premiers. On peut ainsi
produire autant de nombres rationnels que 'on veut en calculant des moyennes.
Rédigeons cela de maniére plus convaincante. Supposons par I'absurde que Q est un
ensemble fini. Il est alors possible de lister les nombres rationnels et de les ranger dans
I’ordre. Nous pouvons en particulier considérer les deux nombres rationnels les plus pe-
tits que nous notons a et b avec a < b. Alors leur moyenne “T*b est encore un nombre
rationnel. Et d’aprés la question précédente, ce nombre est strictement compris entre a
etb:a< “T*b < b. Or nous avons dit que a et b étaient les deux rationnels les plus petits.
Nous obtenons ainsi une contradiction et nous en déduisons que ’ensemble Q est infini.
Pour que notre preuve soit parfaite, il faut préciser un détail. Nous avons supposé que
Q était fini mais nous avons aussi implicitement supposé qu’il contenait au moins deux
éléments distincts a et b. Pour pouvoir affirmer cela, il suffit d’exhiber deux nombres
rationnels, par exemple 0 et 1.

remarque : il existe évidemment des arguments plus simples pour montrer que Q est
infini. Il suffit par exemple de dire que Q contient N qui est lui-méme infini. Notre

preuve permet de mettre en évidence un autre aspect de Q : c’est une ensemble qui
contient de I'infiniment petit. Si on part de 0 et 1 et qu’on prend leur moyenne %, puis

la moyenne de 0 et %, et ainsi de suite, on construit une suite infinie de rationnels qui
tend vers 0.



Exercice 3

On considére la proposition P suivante.

P: Ve R,V e R,V e R,0< g <1 <1 <1 = [xl—x()g% ou xQ—xlg%].

1. Traduire la propriété P en francais usuel, en n’utilisant aucun symbole mathématique
(on pourra néanmoins parler de « distance inférieure a 3 »).

P : Si trois nombres réels sont compris entre 0 et 1, alors deux au moins d’entre eux
sont a une distance inférieure a %

2. Donner la négation de P.

—P:drgeR,dri e R,dzs e R,O< g <21 <29 <1 et xl—x0>% et xg—x1>%.

3. Démontrer la propriété P par ’absurde.

Supposons par I'absurde que P est fausse. Donc sa négation —P est vraie. Cela signifie
qu’il existe trois nombres réels xqy, x; et x5 tels que

0Ly <y <9< 1 et $1—$0>% et 1’2—I1>%.

Or x9 — g = (x93 — x1) + (z1 — 29), donc xy — xy > % + % i.e. x9 — x9 > 1. D’autre
part 0 < zg et x5 < 1, donc x5 — 29 < 1. Nous obtenons une contradiction, donc —P est
absurde et on en déduit que P est vraie.

4. Enoncer (sans la démontrer) une généralisation de cette proposition avec n + 1 nombres
Loy L1y.-vyTp.

Si m + 1 nombres sont compris entre 0 et 1, alors deux d’entre au moins sont a une
distance inférieure & + :

P, :¥n € N*,Y(zq, 21, ...,2,) € R"™,

0z <o < <2, <1 = [Fie{l,2,...,n}, z;—x1 < 1 .

Exercice 4

On se place dans le plan cartésien. Un point y est représenté par un couple de nombres réels
et une droite (non verticale) y est définie a I’aide d’une équation de la forme y = ax + b.

On considére la proposition euclidienne bien connue (que nous avons légérement modifiée
pour simplifier 'exercice) :



Par deux points d’abscisses différentes passe une unique droite.

1. Traduire cette proposition en langage mathématique.

V(r,y) e RV(2,y)eR?* v #2 = [FacR,IDER, y=ar+bety =ar’ +b]

2. La démontrer.

Soient z, y, ¥’ et y des nombres réels. Supposons = # z’. Nous pouvons alors poser
/_ N , .
Y=Y et b = y — ax. Alors nous avons de maniére évidente que y = ax + b. Et d’autre

z'—x

part :

a =

/_
a:v’+b:ax’—iry—a:l::a(w’—x)—l—y:y y(x/—l’)—i-y:y/-
x

x —

Nous avons bien démontré l'existence de a et b et donc d’une droite passant par les
points (z,y) et (z/,v').

Il reste & démontrer I'unicité de cette droite, i.e. de a et b. Reprenons nos réels =, 2/,
y et vy avec x # z’/. Supposons qu’il existe deux couples (a,b) et (a’,b") satisfaisant
y=ar+b y =ar'+b,y=dr+V ety =dz’+V. On déduit des équations 1 et
3que ar +b=dx+ 1V, donc (a —a')r = — b. De méme avec les équations 2 et 4 :
(a —a)a" =V —b. Donc (a —a')xr = (a —a')a’. or x # 2/, donc a — a’ = 0. Donc a = o
et on en déduit ensuite que b = V'. La solution (a,b) est donc finalement unique.



