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Contrôle 1

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h15.

Le barème est donné à titre indicatif : 7 - 6 - 5 - 4.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 On considère les propositions P et Q suivantes.

P : ∀a ∈ N, ∀b ∈ N, ab > 10 =⇒ a > 3 ou b > 3.

Q : ∀a ∈ N,∀b ∈ N, ab > 10 =⇒ a > 3 et b > 3.

1. Traduire la proposition P en langage courant (c'est-à-dire en n'utilisant aucun symbole
mathématique hormis les nombres).

2. Donner la contraposée C et la réciproque R de P .

3. Donner la négation N de Q.

4. Démontrer ou in�rmer (avec un simple contre-exemple) les propositions P , C, R et Q.

Exercice 2

1. Soit f une fonction dé�nie sur R. Traduire en langage mathématique la proposition :
� f est strictement croissante et majorée par 1. �

2. On considère les fonctions réelles

f1 : x 7→ 1
1+x2 , f2 : x 7→ x

√
|x|, f3 : x 7→ −e−x.

Ces fonctions satisfont-elles la proposition précédente ?
Indication : il est déconseillé de se lancer dans des études de fonctions.

Exercice 3 Soient a, b et c des entiers naturels premiers entre eux. Cela signi�e qu'ils n'ont
aucun diviseur commun hormis 1 :

∀d ∈ N, d|a et d|b et d|c =⇒ d = 1.

(Par exemple, les entiers 6, 10 et 15 sont premiers entre eux.)

1. Justi�er que pgcd(a, b) et c sont premiers entre eux.

2. En appliquant l'égalité de Bézout généralisée à a et b puis à pgcd(a, b) et c, montrer qu'il
existe des entiers U , V et W tels que aU + bV + cW = 1.

3. Trouver de tels entiers pour a = 10, b = 12 et c = 15.

Exercice 4 Démontrer par récurrence que pour tout nombre entier naturel n non nul, le

nombre de diviseurs premiers de n est inférieur à log2(n) =
ln(n)
ln(2)

.
Indication : on commencera par traiter le cas où n est un nombre premier.


