STHI1, Algebre générale octobre 2016

CONTROLE 1

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
Durée de l’'épreuve : 1h15.
Le baréme est donné a titre indicatif - 7- 6 - 5 - 4.
La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1| On considére les propositions P et () suivantes.

P: YaeN,VbeN, ab>10 =— a >3 oub > 3.

Q: YaeN,VbeN, ab>10 = a >3 et b> 3.

1. Traduire la proposition P en langage courant (c’est-a-dire en n’utilisant aucun symbole
mathématique hormis les nombres).

2. Donner la contraposée C' et la réciproque R de P.
3. Donner la négation N de Q.

4. Démontrer ou infirmer (avec un simple contre-exemple) les propositions P, C, R et Q.

Exercice 2

1. Soit f une fonction définie sur R. Traduire en langage mathématique la proposition :
« f est strictement croissante et majorée par 1. »

2. On considére les fonctions réelles

1
142>

T

fi:x— fo:x = x|z, fa:x— —e ",

Ces fonctions satisfont-elles la proposition précédente ?
Indication : il est déconseillé de se lancer dans des études de fonctions.

Exercice 3| Soient a, b et ¢ des entiers naturels premiers entre eux. Cela signifie qu’ils n’ont

aucun diviseur commun hormis 1 :
Vd € N, dla et d|bet dlc = d=1.

(Par exemple, les entiers 6, 10 et 15 sont premiers entre eux.)

1. Justifier que pgcd(a,b) et ¢ sont premiers entre eux.

2. En appliquant I’égalité de Bézout généralisée a a et b puis a pged(a, b) et ¢, montrer qu’il
existe des entiers U, V et W tels que aU 4+ bV + cW = 1.

3. Trouver de tels entiers pour a = 10, b = 12 et ¢ = 15.

Exercice 4| Démontrer par récurrence que pour tout nombre entier naturel n non nul, le

nombre de diviseurs premiers de n est inférieur a log,(n) = 11;1((721)) .

Indication : on commencera par traiter le cas ou n est un nombre premier.




