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Corrigé du contrôle 1

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h15.

Le barème est donné à titre indicatif : 7 - 6 - 5 - 4.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 On considère les propositions P et Q suivantes.

P : ∀a ∈ N, ∀b ∈ N, ab > 10 =⇒ a > 3 ou b > 3.

Q : ∀a ∈ N,∀b ∈ N, ab > 10 =⇒ a > 3 et b > 3.

1. Traduire la proposition P en langage courant (c'est-à-dire en n'utilisant aucun symbole
mathématique hormis les nombres).
Si le produit de deux entiers naturels est supérieur à dix, alors l'un des facteurs est
strictement supérieur à trois.

2. Donner la contraposée C et la réciproque R de P .

C : ∀a ∈ N,∀b ∈ N, a 6 3 et b 6 3 =⇒ ab < 10.

R : ∀a ∈ N,∀b ∈ N, a > 3 ou b > 3 =⇒ ab > 10.

3. Donner la négation N de Q.

N : ∃a ∈ N,∃b ∈ N, ab > 10 et [a 6 3 ou b 6 3].

4. Démontrer ou in�rmer (avec un simple contre-exemple) les propositions P , C, R et Q.
Commençons par démontrer la contraposée C de P :
Soient a ∈ N et b ∈ N. Supposons a 6 3 et b 6 3. Comme a et b sont des nombres posi-
tifs, on en déduit ab 6 3×3. En particulier, ab < 10. La proposition C est ainsi démontrée.

Nous avons donc également démontré la proposition P en raisonnant par contraposée.

La proposition R est fausse. Il existe en e�et des entiers naturels dont le produit est
supérieur à 10 alors que l'un des facteurs est strictement supérieur à 3. Par exemple,
avec a = 4 et b = 2, on a bien a > 3 ou b > 3 mais ab < 10.

La proposition Q est fausse (et sa négation est vraie). Il existe en e�et des entiers naturels
dont le produit est supérieur à 10 sans que les facteurs soient tous les deux strictement



supérieur à 3. Par exemple, avec a = 6 et b = 2, on a bien ab > 10 mais b 6 3.

Remarque : il était possible de démontrer P par un raisonnement direct. Soient a ∈ N et
b ∈ N. Supposons ab > 10 et montrons que a > 3 ou b > 3. Raisonnons par disjonction
de cas : on peut a�rmer que a > 3 ou a 6 3.

Si a > 3, le résultat est véri�é : a ou b est strictement supérieur à 3.

Si a 6 3, alors comme ab > 10, on a ab 6 3b. Or par hypothèse ab > 10, donc 3b > 10.
On en déduit b > 10

3
> 9

3
= 3. Ainsi, si a > 3, on a forcément b > 3.

Dans tous les cas on obtient a > 3 ou b > 3 et la proposition P est démontrée. Sa
contraposée C est donc également vraie.

Exercice 2

1. Soit f une fonction dé�nie sur R. Traduire en langage mathématique la proposition :
� f est strictement croissante et majorée par 1. �

∀x ∈ R,∀y ∈ R, [f(x) 6 1] et [x < y =⇒ f(x) < f(y)].

2. On considère les fonctions réelles

f1 : x 7→ 1
1+x2 , f2 : x 7→ x

√
|x|, f3 : x 7→ −e−x.

Ces fonctions satisfont-elles la proposition précédente ?
Indication : il est déconseillé de se lancer dans des études de fonctions.

La fonction f1 ne satisfait pas la proposition car elle n'est pas strictement croissante.
En e�et, en posant x = −1 et y = 2, on a f1(x) = 1

2
et f1(y) = 1

5
. Ainsi x < y mais

f1(x) > f1(y).

La fonction f2 ne satisfait pas la proposition car elle n'est pas majorée par 1. En e�et
f2(4) = 8 > 1.

La fonction f3 satisfait la proposition. Montrons qu'elle est majorée par 1 : soit x ∈ R.
On sait que la fonction exponentielle est strictement positive. Donc e−x > 0 et on obtient
f3(x) = −e−x < 0. En particulier f3(x) 6 1.
Montrons que f3 est strictement croissante. Soient x et y dans R tels que x < y. Donc
−x > −y. On sait que la fonction exponentielle est strictement croissante. Donc e−x >
e−y. On en déduit −e−x < −e−y, c'est-à-dire f3(x) < f3(y).
Nous avons ainsi démontré que f3 est majorée par 1 et strictement croissante.

Exercice 3 Soient a, b et c des entiers naturels premiers entre eux. Cela signi�e qu'ils n'ont
aucun diviseur commun hormis 1 :

∀d ∈ N, d|a et d|b et d|c =⇒ d = 1.

(Par exemple, les entiers 6, 10 et 15 sont premiers entre eux.)



1. Justi�er que pgcd(a, b) et c sont premiers entre eux.
Soit d un diviseur commun à pgcd(a, b) et c. Donc d est un diviseur de pgcd(a, b). Or
par dé�nition pgcd(a, b) est un diviseur de a et b. Donc d est également un diviseur de
a et b. Finalement d est un diviseur commun à a, b et c. Or ces nombres sont premiers
entre eux et leur seul diviseur commun est 1. Donc d = 1 : le seul diviseur commun à
pgcd(a, b) et c est 1. Ils sont premiers entre eux.

2. En appliquant l'égalité de Bézout généralisée à a et b puis à pgcd(a, b) et c, montrer qu'il
existe des entiers U , V et W tels que aU + bV + cW = 1.
D'après le théorème de Bézout, il existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv =
pgcd(a, b). De même, comme pgcd(a, b) et c sont premiers entre eux, il existe des entiers
relatifs r et s tels que pgcd(a, b)r + cs = 1. On en déduit (au + bv)r + cs = 1. On pose
U = ur, V = vr et W = s. On a alors aU + bV + cW = 1.

3. Trouver de tels entiers pour a = 10, b = 12 et c = 15.
On peut trouver des entiers U , V et W en tâtonnant. On peut aussi reprendre le rai-
sonnement de la question précédente. On écrit une égalité de Bézout pour a et b :
b− a = 2 = pgcd(a, b).
On écrit l'égalité de Bézout pour c et 2 : c− 7×2 = 1.
On en déduit c− 7(b− a) = 7a− 7b+ c = 1.

Exercice 4 Démontrer par récurrence que pour tout nombre entier naturel n non nul, le

nombre de diviseurs premiers de n est inférieur à log2(n) =
ln(n)
ln(2)

.
Indication : on commencera par traiter le cas où n est un nombre premier.

On s'inspire de la preuve du théorème de décomposition en nombres premiers.
Initialisation : soit n = 1. Alors n a 0 diviseurs premiers. Comme log2(1) = 0, le résultat est
valable pour n = 1.
Hérédité : soit n > 2. Supposons le résultat vrai pour tous les entiers k ∈ [[1, n− 1]]. Montrons
que le nombre de diviseurs premiers de n est inférieur à log2(n). Distinguons deux cas.
Si n est un nombre premier, alors n a un seul diviseur premier. Et comme n > 2, log2(n) > 1.
Le résultat est donc vrai.
Si n n'est pas un nombre premier, comme n 6= 1, n possède des diviseurs non triviaux : il existe
des entiers naturels a et b tels que n = ab et a < n, b < n. Par hypothèse de récurrence, le
nombre de diviseurs premiers de a est inférieur à log2(a) et celui de b est inférieur à log2(b). Or
les diviseurs premiers de n sont les diviseurs premiers de a et b. Donc ce nombre est inférieur
à log2(a) + log2(b). Or log2(a) + log2(b) = log2(ab) = log2(n). Donc le nombre de diviseurs
premiers de n est inférieur à log2(n).
Par récurrence, la proposition est démontrée pour tout n.


