STHI1, Algebre générale septembre 2015

CORRIGE DU CONTROLE 1

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
Durée de l’'épreuve : 1h15.
Le baréeme est donné a titre indicatif : 5 - 8 - 4 - 7.
La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1| On considére la proposition P suivante.

Vn € N,Va € N,Vb € N, n|(a+b) = n|a et n|b.

1. Traduire cette proposition en langage courant (c’est-a-dire en n’utilisant aucun symbole
mathématique).

Si un nombre entier divise une somme de deux entiers, alors il divise chacun des deux
entiers.

2. Donner la contraposée C' et la réciproque R de P.

Contraposée C' : Vn € N,Va e NVbe N, ntaountb = nta+b.
Réciproque R : Vn € N,Va € N,Vb € N, nla et nlb = n|(a +b).

3. Démontrer ou infirmer P.

La proposition P est fausse. Il suffit pour l'infirmer de donner un contre-exemple. La
négation de P est en effet : 3n € N,3a € N,3b € N, n|(a+b) et [nta ou n 1.
Prenons n =5, a = 7 et b = 3. Alors n divise bien a + b = 10 mais n ne divise pas a (ni
b).

4. Démontrer ou infirmer R.

La proposition R est vraie. Démontrons-la.

Soit n € N,a € N et b € N. Supposons n|a et n|b et montrons que n|a+b. Par hypothése,
il existe des entiers naturels k et k" tels que a = kn et b = k'n. Alors a +b = (k + k')n
avec k + k' € N. Donc n|(a + b).

On a bien démontré que si un entier quelconque divise deux autres entiers, alors il divise
leur somme.

On note R I'ensemble des nombres réels strictement positifs.

Démontrer ou infirmer la proposition suivante.

1
Vee R, 2+ —-2>2
x



Remarque : on évitera de faire une étude de fonction, un raisonnement rapide existe.

Démontrons la proposition.
Soit € R%. Alors (z — 1)* > 0. Donc z* — 2z + 1 > 0. Donc 2 + 1 > 2z. Comme x > 0, on
peut diviser chaque membre par = sans changer le sens de l'inégalité : x + % > 2.
On a bien démontré que si x est un réel strictement positif, alors x + % > 2.

Remarques : on devine aisément que cette preuve a été obtenue en partant de la conclusion
T+ % > 2 et en aboutissant a (z — 1)? > 0. Ce raisonnement est un travail d’analyse qui doit
étre fait au brouillon. La preuve doit étre écrite dans le bon sens, c¢’est-a-dire en partant d’un
résultat vrai et non du résultat que ’on cherche a démontrer.

Le résultat est faux si x est négatif. Il faut absolument rappeler dans la preuve I’hypothése
x > 0 au moment ou elle est nécessaire.

On considére la proposition suivante : il existe deux nombres entiers naturels
différents tels que leur produit soit égal au double de leur somme.

1. Traduire en langage mathématique cette proposition.
dn e N,Im € N, n # m et nm = 2(n +m).
2. Démontrer cette proposition.

Il s’agit d’un résultat d’existence. Pour démontrer la proposition, il faut soit trouver effec-
tivement des nombres n et m satisfaisant les conditions, soit utiliser un argument général
assurant leur existence. C’est ici la premiére méthode qui semble la seule possible. Mais
trouver les bons nombres n’a rien d’évident. On peut essayer différentes valeurs pour
n et m et espérer trouver une solution. Un travail d’analyse est néanmoins possible :
si deux entiers distincts n et m vérifient nm = 2(n 4+ m), alors nm — 2n = 2m, donc
n(m — 2) = 2m et finalement n = % Ainsi connaissant m, on pourra en déduire di-
rectement n. Mais surtout, on dispose d’une condition supplémentaire : n et m sont des
entiers. Il faut donc que la fraction Ti—TQ soit un entier. C’est le cas si on prend m = 3 ou
m =4 (il y a peut-étre d’autres possibilités, mais peu importe). On obtient n = 6 dans le
premier cas et n = 4 dans le second. Dans le premier cas, on a bien n # m. On a finale-
ment réussi a trouver un couple de candidats. Nous pouvons maintenant rédiger la preuve.

Démonstration : posons n = 6 et m = 3. Alors n et m sont bien des entiers naturels
distincts. Et on a nm = 18 et 2(n +m) = 18, donc nm = 2(n + m).

Exercice 4| On souhaite démontrer la proposition suivante.

Pour tout entier naturel n, il existe une fonction polynomiale P, tel que
1
Va € R, Pn(a+§):an+ﬁ (%)

(A titre d’exemple, pour n = 2, le polynome P, = X? — 2 convient : pour tout a # 0,
Pla+i)=(@a+i)?-2=d*+ %))
1. Supposons dans cette question que ces polynomes P, existent bien.
Pour n > 1 et a # 0, calculer

Pl(CL—l-é)XPn(CL+%)—Pn_1(CL+%).



Soit n > 1 et a # 0. Alors

Pla+YxPla+d) - P (a+i)=(a+Ha"+L)— (@' + ) =a" - L.

a"l

On remarque que le résultat est égal & P,i1(a + 1) (si ce polynome existe bien).

. Montrer par récurrence sur n l'existence des polyndémes P,.

Remarque : 1'égalité précédente va logiquement servir a démontrer ’hérédité pour la
preuve par récurrence. Remarquons que P, et P,_; interviennent tous les deux dans
I’égalité. Tl va falloir utiliser une récurrence a deux pas et donc initialiser en n = 0 et
n=1.

Montrons par récurrence sur n que pour tout entier n, un polynéme P, satisfaisant (x)
existe bien.

Initialisation : pour n = 0, posons Py = 2 le polynéme constant égal a 2. Alors pour tout
nombre a # 0, Py(a+ 1) =2 =a’+ .

Pour n = 1, posons P; = X. Alors pour tout nombre a # 0, P;(a + %) =a+ % =a' + .
La proposition est donc vraie aux rangs n =0 et 1.

Hérédité : Soit n > 1. Supposons que des polynoémes P, ; et P, satisfaisant (x) existent.
Montrons qu’'un polynéme P, existe alors.

Posons P,y = PP, — P,_1. Comme Py, P, _; et P, sont des polynoémes, P, est un poly-
nome. De plus pour tout nombre a # 0, P,i1(a+2) = Pi(a+ 1) x Py(a+ 1) = P,_1(a+1)
par définition de P, ;. Donc d’aprés la question 1, P,1(a + %) = a4+ an1+1. On a bien
montré I'existence d’un polynome P, ..

Par récurrence, on a bien montré ’existence des polynémes P, pour tous n.

. Pour un entier n fixé, montrer I'unicité du polynéme P, satisfaisant la condition (x).
Indication : on rappelle qu’un polynéme non nul a un nombre fini de racines.

Soit n € N. Soient P, et @,, deux polynomes satisfaisant Va € R*, P,(a+ %) =a"+ ain =
Qn(a+ 1). Alors pour tout a # 0, (P, — Q,)(a + =) = 0. Ainsi, tous les nombres de la
forme a + % sont racines du polynéme P, — @),,. Or il y a une infinité de nombres de cette
forme (tous les nombres réels supérieurs a 2 sont de cette forme). Le polynome P, — @,
a donc une infinité de racines, c’est nécessairemetn le polynéme nul. Donc P, = @Q,,.

On a ainsi bien démontré I'unicité du polynome P,.



