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Contrôle 1

Calculatrice et documents sont interdits.

Tous les résultats doivent être correctement rédigés et rigoureusement justi�és.

Durée de l'épreuve : 1h15.

Le barême est donné à titre indicatif : 4 - 4 - 4,5 - 4,5 -3.

La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 On considère la proposition suivante.

P : ∀x ∈ R, ∀y ∈ R, [ x+ y < 0 =⇒ (x < 0 ou y < 0) ].

1. Traduire la proposition P en langage courant (c'est-à-dire en n'utilisant aucun symbole
mathématique).

2. Donner la réciproque R et la contraposée C de P .

3. Démontrer ou in�rmer les propositions P , R et C.

Exercice 2 Soit f une fonction réelle. On considère la proposition suivante.

P : ∃T ∈ R∗
+, ∀x ∈ R, f(x+ T ) = f(x).

1. Comment appelle-t-on cette propriété de la fonction f ?

2. Démontrer que si f est la fontion dé�nie pour x dansR par f(x) = x2, alors la proposition
P est fausse.

3. Soit f la fonction dé�nie pour x dans R par f(x) = cos(πx
2
) − 5 sin(πx

3
). Démontrer que

P est vraie pour cette fonction f .

Exercice 3

1. Énoncer le théorème de Bézout.

On considère la proposition suivante : si un entier naturel est divisible par deux entiers
premiers entre eux, alors il est également divisible par leur produit.

2. Traduire cette proposition en langage mathématique.

3. La démontrer.

4. Est-elle encore vraie si on supprime la condition �premiers entre eux� de l'énoncé ?

Exercice 4

1. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur à 3, n2 − 2n− 1 > 0.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur à 4, 2n ≥ n2.

3. Ce résultat est-il encore valable pour n ≤ 3 ?

4. Quelle partie de la démonstration n'est plus valable si on démarre la récurrence à
n = 0, 1, 2, ou 3 ?

Exercice 5 Montrer que les racines du polynôme X4 + 2X3 −X2 +X − 1 ne peuvent pas
être des nombres entiers.
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