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CORRIGE DU CONTROLE 1

Calculatrice et documents sont interdits.
Tous les résultats doivent étre correctement rédigés et rigoureusement justifiés.
Durée de l’'épreuve : 1h15.
Le baréme est donné a titre indicatif : 4 - 4 - 4,5 - 4,5 -3.
La qualité de la rédaction sera fortement prise en compte dans la notation.

On considére la proposition suivante.
P: VieR,VyeR, [z4+y<0 = (z<0ouy<0)].

1. Traduire la proposition P en langage courant (c’est-a-dire en n’utilisant aucun symbole
mathématique) :

Si la somme de deux nombres réels est strictement négative, alors I'un des deux nombres
est strictement négatif.

Ou encore : pour que la somme de deux nombres réels soit strictement négative, il faut
qu’au moins un des deux nombres soit strictement négatif.

2. Donner la réciproque R et la contraposée C de P.
Réciproque : R: VreR, VyeR, [(z<0ouy<0) = xz+y<0].
Contraposée : C: Ve eR, VyeR, [(z>0ety>0) = z4+y>0].

3. Démontrons la contraposée C': soient x et y des nombres réels. Supposons > 0 et y > 0.

Alors z +y > 0. On a donc bien démontré [ (x > 0ety >0) = z+y > 0] pour des
réels = et y quelconque. La proposition C' est donc vraie.

Par contraposée, on en déduit que la proposition P est également vraie.

Démontrons que la réciproque R est fausse. Cela revient & montrer que sa négation est
vrale: "R: dreR, JyeR, [(x<0ouy<0)etxz+y>0].

Soit x = —1 et y = 2. Alors 'un de ces deux nombres est bien strictement négatif. mais
leur somme 1 n’est pas strictement négative. La proposition R est donc fausse.

Soit f une fonction réelle. On considére la proposition suivante.
P: 3ITeR;, VzeR, flz+T)=f(z).

1. Comment appelle-t-on cette propriété de la fonction f7
Cette proposition signifie que f est périodique (et une période de f est alors T').

2. Démontrer que si f est la fontion définie pour z dans R par f(z) = 22, alors la proposition
P est fausse.
Il faut démontrer la négation de P : =P : VI' e R%, Jz € R, f(z+T) # f(x).

Soit T € R*. Prenons = 0. Alors f(z) = 0 et f(x +T) = T? Comme T > 0,
f(z+T) > 0. En particulier, on obtient f(z+T) # f(z). On a ainsi bien démontré —P.
La proposition P est donc fausse.



T

3. Soit f la fonction définie pour x dans R par f(z) = cos(%*

P est vraie pour cette fonction f.
Soit T' = 12. Montrons que pour tout réel z, f(z +T) = f(x). Soit z € R. Alors

— 5sin(ZE). Démontrer que
) (5 q

m(x +12) m(x + 12)

flz+T) = cos( 3

) — 5sin( )= cos(ﬁ—;j + 67) — 5sin(% + 4).

Or les fonctions cos et sin sont 2m-périodiques, donc

fla+T)= COS(%) — 5sin(%) = f(z).

On a ainsi bien démontré la proposition P et la fonction f est 12-périodique.

Remarque : la valeur T' = 12 a été obtenue grace a un travail d’analyse au brouillon. On
souhaite déterminer la période de f. Pour cela, on sait que 'on va utiliser le caractére
périodique des fonctions cos et sin. On aimerait que cos(@) soit de la forme cos(% +
2km) ou k serait un entier. On obtient que T' doit étre un multiple entier de 4. De méme, en
considérant le terme sin(%’), on obtient que T' doit étre un multiple entier de 6. La valeur
T = 12 semble donc convenir. Il ne reste qu’a le vérifier : c¢’est la synthése. On remarque
également que 12 n’est pas la seule solution. Tous els multiples de 12 conviennent.

Exercice 3

1. Enoncer le théoréme de Bézout.

Soient a et b deux entiers (naturels ou relatifs) premiers entre eux. Alors il existe deux
entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

On considére la proposition suivante : si un entier naturel est divisible par deux entiers
premiers entre eux, alors il est également divisible par leur produit.

2. Traduire cette proposition en langage mathématique :
Vn € N,Va € N,Vb € N, [ (a|n et bjn et PGCD(a,b) =1) = ab|n |.

3. La démontrer.

Soient a, b et n des entiers naturels tels que a et b divisent n et a et b sont premiers entre
eux. Montrons que ab divise alors n.

Il existe des entiers k et [ tels que n = ak et n = bl. D’autre part, comme a et b sont
premiers entre eux, il existe, d’aprés le théoréme de Bézout, des entiers relatifs u et v tels
que au + bv = 1.

Alors anu + bnv = n. Et en remplacant n par bl ou ak, on obtient n = ablu + bakv =
ab(lu + kv).
Comme [u + kv est un entier, on en déduit que ab divise n.
Remarque : d’autres preuves sont possibles. On peut par exemple utilisier le lemme de
Gauss : comme ak = bl = n, on déduit que b divise ak. Mais comme a et b sont premiers
entre euzx, cela implique que b divise k. Ainsi ab divise ak = n.

4. Est-elle encore vraie si on supprime la condition “premiers entre eux” de 1’énoncé ?

Non, elle devient fausse. Donnons un contre-exemple : Soit n = 12, a = 6 et b = 4. Alors
a et b divisent bien n, mais leur produit ab = 24 ne divise pas n.

Exercice 4



1. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur a 3, n? —2n —1 > 0.
On peut étudier le signe de la fonction proposée aprés avoir déterminé ses racines. Pro-
posons une méthode plus directe :
Soit n € Ntel quen>3.Onan?—2n—1=(n—1)?-2 Commen >3, n—12>2et
(n — 1) > 4. Ainsi (n — 1) — 2 > 2. En particulier, on obtient bien n? —2n —1 > 0. Le
résultat est donc démontré pour tout entier supérieur a 3.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur a 4, 2" > n?.
On effectue une récurrence simple sur n.

Initialisation : 2* = 16 et 42 = 16. Ainsi 2* > 42 et la proposition est donc vraie pour
n = 4.

Hérédité : soit m un entier supérieur a 4. Supposons 2" > n% On a alors (n + 1)? =
n? 4+ 2n +1 =. Or comme n > 3, d’aprés la premiére question, 2n + 1 < n?. Donc
(n +1)? < 2n?. Par hypothése de récurrence, on en déduit (n 4+ 1)? < 2 x 2% =271 On
a donc montré 2" > (n 4 1)? et la propriété est ainsi vraie au rang n + 1.

Par récurrence, on a montré que pour tout entier supérieur a 4, 2" > n?.

3. Ce résultat est-il encore valable pour n < 37
Le résultat est vrai pour n = 0,1 et 2 mais pas pour n = 3.

4. Quelle partie de la démonstration n’est plus valable si on démarre la récurrence a
n=20,1,2,ou 37

Comme le résultat est faux pour n = 3, toute preuve par récurrence démarrant en dessous
de 3 est nécessairement erronée. Si on démarre la preuve a n = 0,1 ou 2, l'initialisation
sera juste. C’est I'hérédité qui sera erronée. Le résultat de la question 1 n’étant valable
qu’a partir de n = 3, il ne permet pas de passer de n =2 an = 3.

Si on démarre la preuve a n = 3, les arguments de I’hérédité sont alors juste. Mais c’est
I'initialisation qui est alors fausse.

Montrer que les racines du polynéme X* + 2X? — X2 + X — 1 ne peuvent pas

étre des nombres entiers.

Raisonnons par I’absurde et supposons que ce polyndéme posséde une racine a dans Z. Alors
a*+2a® —a? +a—1=0. Ainsi a(a® + 2a*> — a + 1) = 1. On obtient un produit d’entiers égal
a 1. Cela implique que les deux facteurs sont égaux a 1 ou —1. En particulier on obtient a = 1
oua = —1. Or 1 et —1 ne sont pas racines du polynéme : 14 +2x 13 —12+1—-1=2#0et
(—D*+2x (-1 = (-1)*+ (-1) —1=—-4#£0.

On obtient donc une contradiction et ce polynome ne peut donc pas avoir de racines entiéres.



